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Данная работа выполнена в связи с использова
нием электромагнитного параметрического дели
теля частоты на два в качестве основного элемента
источника контрольного тока, используемого для
выполнения защиты от замыканий на землю в
электроустановках напряжением 6–35 кВ [1].
Электромагнитный параметрический делитель
частоты является известным устройством. Впервые
параметрические колебания в электрических си
стемах были реализованы и теоретически описаны
Л.И. Мандельштамом и Н.Д. Папалекси [2]. Также
они предложили использовать для реализации па
раметрических колебаний в электрических цепях
индуктивность с нелинейным ферромагнитным
сердечником.
Электромагнитный параметрический делитель
частоты содержит два замкнутых магнитопровода
из электротехнической стали А и Б, на каждом
из которых нанесены по две обмотки с числом вит
ков w1 и w2, рис. 1.
Рис. 1. Схема делителя частоты с вентилем в цепи питания
Обмотки w1 вместе с вентилем VD образуют
цепь, называемую цепью возбуждения, которая
подключается к источнику переменного тока с ча
стотой 2ω. Обмотки w2 образуют вместе с конден
сатором СК параметрически возбуждаемый колеба
тельный контур. Обмотки сердечников А и В сое
динены так, что между ними нет электромагнитной
связи, и поэтому вынужденные колебания с часто
той 2ω в колебательном контуре отсутствуют. Роль
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обмоток w1 при таком соединении обмоток заклю
чается в том, что при протекании по ним перемен
ного тока периодически изменяется магнитная
проницаемость магнитопроводов, а следовательно,
и индуктивность обмоток w2. Диод VD в цепи воз
буждения необходим для того, чтобы при четной
зависимости магнитной проницаемости магнито
проводов от напряженности магнитного поля
обеспечить основную частоту изменения параме
тра (индуктивности) колебательного контура, рав
ной частоте источника питания 2ω.
При разработке источника контрольного тока
ряд важных соотношений получен на основе учета
специфических свойств параметрических колеба
ний, их фундаментального отличия от других ви
дов колебаний.
Параметрические колебания могут возникнуть
в колебательной системе, например второго поряд
ка, если параметр накопителя энергии (конденса
тора или катушки индуктивности) под действием
внешней силы изменяется периодически и между
частотой этого изменения и параметрами системы
имеется определенное соответствие. Параметриче
ские колебания возникают и поддерживаются без
приложения к цепи внешних источников, только
за счет энергии, передаваемой посредством перио
дического изменения энергоемкого параметра.
Особенность параметрических колебаний по
зволяет классифицировать их как явление проме
жуточное между вынужденными колебаниями в не
автономных системах и свободными колебаниями
в автономных системах. С одной стороны период
параметрических колебаний определяется только
параметрами системы, так как вынуждающая сила
в обычном смысле отсутствует. Это роднит параме
трические колебания со свободными колебаниями.
С другой стороны, в отличие от чисто автономных
систем, фаза параметрических колебаний не может
иметь любое значение, зависящее только от случай
ных или искусственно созданных начальных усло
вий. Фаза параметрических колебаний связана
с фазой периодически изменяющегося параметра
и может принимать несколько дискретных значе
ний, возможное количество которых зависит от со
отношения основной частоты изменения параме
тра и частоты параметрических колебаний.
Отмеченная двойственность параметрических
колебаний впервые была сформулирована следую
щим образом [3]: «…колебания, хотя и являются
вынужденными, все же, в известном смысле, сво
бодны. Поддержание их зависит целиком от энер
гии, которая сообщается им внешней силой и, тем
не менее, внешняя сила нисколько не определяет
и даже не изменяет заметно их периодов».
Таким образом, принципиально необходимым
условием существования параметрических колеба
ний является равенство их частоты собственной
частоте колебательного контура.
Поскольку один из параметров колебательного
контура, в данном случае индуктивность, меняется
в течении периода, то и мгновенное значение соб
ственной частоты в течение периода не остается
постоянным. Поэтому точнее говорить о выполне
нии условия равенства среднего за период значе
ния собственной частоты частоте параметрических
колебаний. Ниже показано, что использование од
ного этого условия позволяет получить ряд необхо
димых расчетных соотношений с точностью, до
статочной для инженерных приложений.
Экспериментальные данные, приводимые для
сравнения с расчетными, получены на делителе
частоты со следующими параметрами:
• площадь поперечного сечения сердечника –
q=5.10–4 м2;
• длина средней силовой линии – lср=0,306 м;
• число витков обмотки возбуждения – w1=570;
• число витков обмотки колебательного контура
– w2=3000;
• емкость конденсатора – CК=0,5–5 мкФ.
• коэффициенты аппроксимации кривой намаг
ничивания – α=2,06 А/м; β=4,8 Тл–1.
Практически требуется решение двух задач.
Определения количественных соотношений между
электромагнитными и конструктивными параме
трами делителя частоты на границе возникновения
колебаний половинной частоты и в стационарном
режиме.
При анализе действительная петлевая зависи
мость между индукцией и напряженностью поля
в сердечниках делителя частоты заменяется сред
ней кривой намагничивания, которая аппрокси
мируется выражением
h=αshβb,
где h и b – соответственно мгновенные значения
напряженности магнитного поля и индукции.
Система уравнений для контуров делителя ча
стоты и уравнения намагничивающих сил магни
топроводов позволяют получить следующее ура
внение, описывающее процессы в колебательном
контуре делителя частоты
(1)
где bА и bБ – мгновенные значения индукции в сер
дечниках А и Б; 2g
*
=g/(ωCK);
τ=tω; q – площадь поперечного сечения сердечни
ка; lср – длина средней силовой линии; ω – поло
винная частота.
На границе возбуждения колебаний половин
ной частоты, когда ток в колебательном контуре
равен нулю, bА=bБ, поэтому задача выявления усло
вий возбуждения заключается в исследовании
устойчивости нулевого решения дифференциаль
ного уравнения (1), которое при малом возмуще















































+ + − =
Известия Томского политехнического университета. 2012. Т. 320. № 4
58
а подстановкой Δb=ηe–g*τ к виду
В полученном уравнении (2) коэффициент при
βΔb представляет собой отношение мгновенной
резонансной частоты колебательного контура к
квадрату половинной частоты ω.
Перед возникновением параметрических коле
баний индукция в сердечнике принята в виде
(3)
где В1 – амплитуда основной гармоники индукции;
В0 – постоянная составляющая индукции.
Рис. 2. Процесс намагничивания сердечника делителя ча%
стоты перед возбуждением колебаний: 1) динамиче%
ская петля; 2) статическая петля; 3) средняя кривая
намагничивания; 4) ток в цепи обмоток возбуждения
Связь между амплитудой переменной соста
вляющей индукции В1 и постоянной составляю
щей установлена с учетом того, что перемагничи
вание сердечника происходит по частному циклу
(рис. 2). Как видно, В0=ВН+В1. Зависимость ВН от
В1, полученная экспериментально на образцах маг
нитопроводов, имеет такой вид, рис. 3, что ее с до
статочной точностью можно аппроксимировать
функцией
где ВНmax – максимальное значение ВН, определя
емое по экспериментальным зависимостям ВН(В1);
kb – коэффициент, имеющий размерность, обрат
ную размерности индукции.
При изменении индукции по (3) chβbБ предста
вляет собой периодическую функцию, при разло
жении которой в ряд Фурье получаем
(4)
где
J0(jβB1), –jJ1(jβB1), J2(jβB1) – функция Бесселя от
мнимого аргумента (индексы 0, 1, 2... – порядок
функции).
Коэффициент Ω0 есть среднее значение, а ко
эффициент Ω1 – первая гармоника отношения ква
драта периодически изменяющейся собственной
частоты колебательного контура к квадрату поло
винной частоты.
Для полученного уравнения (4) с периодически
изменяющимися коэффициентами (уравнение
Хилла) известны уравнения линий, разграничива
ющие области устойчивости и неустойчивости не
возмущенного движения [4]. Возбуждению колеба
ний половинной частоты соответствует первая
область неустойчивости, уравнение граничных ли
ний которой имеет вид
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Рис. 3. Зависимость ВН(В1) для сердечника Ш%32х16:  – опытные данные; ⎯ – аппроксимированная кривая
В данном случае принципиальным обстоятель
ством является сохранение колебательного харак
тера свободного процесса в контуре делителя ча










Ω0±Ω1=1 при Ω0>0, Ω1>0. (6)
Решение уравнения (6) с учетом выражений для
Ω0 и Ω1 по (3) позволяет получить значения ампли
туды индукции В1 на границах возникновения ко
лебаний половинной частоты.
Сопоставление расчетных и эксперименталь
ных данных приведено на рис. 4. В данном случае
и далее расчеты проводятся относительно безраз
мерной величины βВ, т. к. это дает результаты,
не привязанные к конкретному образцу делителя
частоты.
Для практических целей достаточно определе
ния значения индукции на нижней границе обла
сти неустойчивости или одного из значений индук
ции, соответствующего попаданию в область неу
стойчивости. Для решения задачи в такой поста
новке целесообразно принять точку внутри области
неустойчивости с координатами Ω1=0; Ω0=1.
Рис 4. Амплитуда индукции на границах возникновения ко%
лебаний половинной частоты: 1) по условию (6); 2)
по условию Ω0= 1;  – опытные данные
Коэффициент Ω0, как указывалось выше, есть
среднее значение квадрата отношения собствен
ной частоты колебательного контура к половинной
частоте. Поэтому условие Ω0=1 одновременно ото
бражает необходимое условие существования пара
метрических колебаний. Расчетные значения ин
дукции, удовлетворяющие условию Ω0=1, нанесе
ны также на рис. 4 (кривая 2) и располагаются
близко к нижней границе области неустойчивости.
Покажем далее, что условие равенства частоты
параметрических колебаний средней собственной
частоте дает возможность получить необходимые
расчетные соотношения и для стационарного ре
жима деления частоты. В стационарном режиме
индукция в магнитопроводах делителя частоты со
держит три составляющие
(7)
где B2 – амплитуда индукции половинной частоты.
Сначала решим задачу стационарного режима
одним из известных методов, каковыми, напри
мер, являются методы коллокации [5] и гармони
ческого баланса. Применим метод коллокации. Ре
шая уравнение (1) с учетом (7) для трех точек кол




Для определения амплитуды индукции поло
винной частоты воспользуемся уравнением (8). Ле
вая часть этого уравнения убывает с ростом ампли
туды индукции половинной частоты, поэтому
ее максимальное значение будет иметь место при
минимально возможном значении chQ1=1, т. е. при
Q1=0. Максимальное значение амплитуды индук
ции В2, определенное по (8), при таких условиях
хорошо совпадает со значениями, полученными
экспериментально, рис. 5.
Рис. 5. Амплитуда индукции субгармоники, определенная:
1) методом коллокации; 2) по средней свободной ча%
стоте;   – опытные данные
Так как максимальное значение амплитуды суб
гармоники имеет место при Q1=0, а Q1 определяет
ся составляющими В0 и В1, сделано предположе
ние, что в стационарном режиме электромагнит
ное состояние делителя частоты в основном опре
деляется составляющей индукции половинной ча
стоты bA=B2sinτ и bБ=–B2sinτ.
При таком допущении для определения амплиту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него квадрата частоты квадрату половинной часто
ты. Среднюю собственную частоту определим как
где l(t) – мгновенное значение индуктивности; Т –
период колебаний половинной частоты.
Мгновенное значение индуктивности равно
(9)
В (9) μ – магнитная проницаемость магнито
проводов делителя частоты, определяемая как
(10)
С учетом (9) и (10)
(11)
Разделив в (11) левую и правую часть на ω 2 и
разложив chβb в ряд Фурье, получим
(12)
При интегрировании периодические соста
вляющие подынтегрального выражения в (12) да
дут нулевое значение, поэтому
Так как должно выполняться условие 
то окончательно получим следующее
выражение для определения βВ2
J0(jβВ2)=K. (13)
Результаты расчетов по (13), рис. 5 (кривая 2),
удовлетворительно соответствуют опытным дан
ным. При использовании для электромагнитного
параметрического делителя частоты холодноката
ной электротехнической стали коэффициент K
принимается в пределах 200…300, чему соответ
ствует индукция В2=1,7…1,8 Тл. Отличие расчет
ных данных, полученных по средней собственной
частоте при таких значениях K, от опытных не пре
вышает 10…15 %.
Выводы
1. Предложен универсальный критерий для расче
та параметров нелинейного колебательного
контура с периодически изменяющимся пара
метром.
2. Показано, что использование условия равен
ства среднего квадрата собственной частоты ко
лебательного контура квадрату частоты параме
трических колебаний позволяет получить ре
зультаты, приемлемо совпадающие с опытны
ми данными.
3. Полученные соотношения могут быть исполь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